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Abstrak

Misal G dan K adalah graf sederhana, nontrivial dan graf tak berarah.
Operasi total comb product menghasilkan graf baru dengan mengoperasikan
dua buah graf. Misalkan G dan K adalah graf terhubung dan v € V(K)
dan e € E(K). Operasi total comb product dari graf G dan K yang
dinotasikan (G > K) merupakan operasi graf yang diperoleh dengan
mengambil salinan satu graf G dan |V(G)| + |E(G)| salinan K, kemudian
merekatkan salinan ke-i dari graf K di titik cangkok v pada titik ke-i
dari graf G dan merekatkan salinan ke-j dari graf K di sisi cangkok
e pada sisi ke-j dari graf G. Pelabelan total didefinisikan suatu fungsi
f:V(GYUE(G) — {1,2,3, ..., k} merupakan pelabelan k-total pada graf G.
Pelabelan k-total dikatakan pelabelan total ketidakteraturan selimut pada
graf G jika untuk H C G dengan kata lain H merupakan selimut dari suatu
graf G, bobot total selimut W(H) = X,cv (g f(v) + Eecpm) f(e) berbeda.
Nilai minimum k& pada pelabelan total ketidakteraturan selimut disebut
dengan total H-Irregularity Strength dari suatu graf G yang dinotasikan
dengan tHs(G). Pada artikel ini dilakukan penelitian tentang pelabelan
total ketidakteraturan selimut yaitu mencari nilai ketidakteraturan total
selimut pada graf hasil operasi total comb product dari graf khusus .

Kata Kunci : Nilai ketidakteraturan total selimut, Graf khusus, Operasi
total comb product.

Pendahuluan

Pada tahun 1988 [4] mulai mempelajari tentang irregular atau jaringan
ketidakteraturan. Kemudian [8] mempelajari ketidakteraturan pada suatu graf
pada tahun 1992. Selain itu, nilai ketidakteraturan juga diperkenalkan oleh [12]
dan [9]. Beberapa macam pelabelan total ketidakteraturan yakni pelabelan to-
tal ketidakteraturan titik (vertex irregular total labelling) dan pelabelan total
ketidakteraturan sisi (Edge irreqular total labelling) dikembangkan oleh [3] pada
tahun 2007. Pada tahun 2016, [2] mengembangkan kajian tentang pelabelan total
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ketidakteraturan yaitu pelabelan total ketidakteraturan selimut (H-irregular to-
tal labelling). Pelabelan total ketidakteraturan selimut merupakan hasil pengem-
bangan dari pelabelan total ketidakteraturan sisi, dimana H C G dengan kata
lain H merupakan selimut dari suatu graf G. Dari pelabelan total ketidakterat-
uran sisi diketahui bahwa untuk suatu graf G = (V, E) dapat didefinisikan suatu
fungsi f : V(G) U E(G) — {1,2,3, ..., k} merupakan nilai ketidakteraturan to-
tal sisi (total edge irregularity strength) jika untuk setiap dua sisi berbeda e dan
f dari G masing-masing memiliki ¢(e) # ¢(f) dimana bobot dari suatu sisi
e={u,v} pada label v adalah ¥ (e) = v(u) + v(v) + v(e). Nilai minimum & pada
graf G (total edge irregularity strength), dinotasikan dengan tes(G). Sedangkan
nilai minimum k& pada pelabelan total ketidakteraturan selimut H-irregular total
labelling pada G disebut dengan total H-irreqularity strength dinotasikan den-
gan tHs(G). Jika ada suatu fungsi f: V(G) U E(G) — {1,2,3, ..., k} untuk se-
barang selimut H C G, bobot total selimut W(H) = X,cv (g f(v) + Xecp ) f(€)
berbeda. Pada artikel ini, akan digunakan graf lintasan (P,), graf buku segit-
iga (Bty), graf roda (W,,), graf timbunan buku (B,, ) sebagai contoh kasusnya
[6],[5],[10,[7].

Operasi graf yang digunakan dalam penelitian ini adalah operasi graf total
comb product. Total Comb Product merupakan perkembangan dari operasi comb
titik dan comb sisi. Pada tahun 2013 [11] mendefinisikan operasi comb titik
merupakan operasi yang dihasilkan dari dua buah graf terhubung dengan graf
G sebagai graf dasar dimana semua titik pada graf G direkatkan dengan graf
K di titik cangkok pada graf G. Menurut [13] tahun 2016 operasi comb sisi
merupakan operasi yang dihasilkan dari dua buah graf terhubung dengan graf G
sebagai graf dasar dimana semua sisi pada graf G direkatkan dengan graf K di
sisi cangkok pada graf G.

Operasi total comb product merupakan gabungan dari comb titik (comb
product) dan comb sisi (edge comb product) dimana semua titik dan sisi pada
graf G direkatkan dengan graf K di titik dan sisi cangkok pada graf G. Misalkan
G dan K adalah graf terhubung dan v € V(K) dan e € E(K). Pada tahun 2017,
[1] mendefinisikan bahwa operasi total comb product dari graf G dan K yang
dinotasikan (G > K) merupakan operasi graf yang diperoleh dengan mengambil
salinan satu graf G dan |V(G)|+|E(G)| salinan K, kemudian merekatkan salinan
ke-i dari graf K di titik cangkok v pada titik ke-i dari graf G dan merekatkan
salinan ke-j dari graf K di sisi cangkok e pada sisi ke-j dari graf G. Pada ar-
tikel ini, akan digunakan graf lintasan (P,) sebagai graf dasar G dan graf buku
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segitiga (Bt,,), graf roda (W,,), graf timbunan buku (B, ) sebagai graf K yang

merupakan subgraf dari graf G.

Terdapat 2 metode yang digunakan dalam penelitian ini yakni metode
deduktif aksiomatik dan metode pendeteksian pola. Metode deduktif aksiomatik
yaitu dengan menggunakan prinsip-prinsip pembuktian yang berlaku dalam
logika matematika dengan menggunakan aksioma atau teorema yang telah ada.
Metode pendeteksian pola, digunakan untuk merumuskan pola pelabelan titik
dan pelabelan sisi secara umum sedemikian hingga setiap selimut memiliki bobot
berbeda. Pelabelan titik dan pelabelan sisi yang telah didapatkan digunakan
untuk merumuskan nilai ketidakteraturan total selimut pada suatu graf. Pada
pelabelan total ketidakteraturan selimut, misalkan G adalah sebarang graf
khusus dan H adalah selimut dari G dengan |V (H)| = Py dan |E(H)| = qu,
maka untuk batas bawah dari total H-irregularity strength graf G ditunjukkan

dalam lemma berikut.

Lemma 1 Misalkan G,H C G adalah sebarang dua graf. Misalkan
Py, qg merupakan masing-masing dari jumlah titik dan sisi dari H. maka total

H-irreqularity strength memenuhi

Py +qu+|H| -1

tHs(G) = | Py + qu

Hasil Penelitian

¢ Teorema 2.1 Misal G adalah graf hasil operasi total comb product P, dan
Bty dinotasikan dengan (P,>Bt3) dan H = Cs, maka

tHs(P,>Bts) = [92£2]

Bukti. Graf (P,>Bt3) memiliki himpunan titik V(P,>Bt3) = {z;;1 < i <
3n—3}U{y;;1 <i<n}pU{w;1l<i<2n}U{z;1 <i<2n} dan himpunan sisi
E(P,>Bt3) = {r3i oy 1 <i<n—1}U{z3i_1yi;1 <i <n—1}U{z3y;1 <i <
n—1}U{z3i—oyit1;1 < i <n— 1} U{z3i-1yi+151 < i <n— 1} U {z30i41;1
i <n—1}U{yiyit1;1 < i < n—1}U{wizil < i < 2n} U {woj—129;;1

i < npU{wzizei-1;1 <0 < npU {21201 <0 < onf U {yizio131 < i
n — 1} U {y;20;;1 < i < n}. Jumlah titik |V (P,>Bt3)| = 8n — 3 dan jumlah sisi
|E(P,>Bt3)| = 14n — 7. Berdasarkan Lemma 1 didefinisikan P adalah jumlah

titik pada selimut H, gy adalah jumlah sisi pada selimut H, dan |H| adalah

VAN VARRVAN
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jumlah selimut pada graf (P,>Bt3) dimana selimut H = C3 dan didapatkan
jumlah selimut pada graf (P,>Bt3) adalah |H| = 6n — 3 sehingga diperoleh

PH—l—qH—HH\—l

tHs(P,>Bt3) >
s(P,>Bt3) > | P+ qn 1
_ 33+ (6n=3) -1,
N 3+3
6n + 2
= [

Jadi, tHs(P,>Bt3) > [®2]. Selanjutnya dilakukan pelabelan total ketidakter-
aturan selimut pada himpunan titik dan himpunan sisi sedemikian hingga bobot
setiap selimut berbeda. Berikut ini adalah fungsi pada label titik dan label sisi
pada graf (P,>Bt3),

_ 1; untuk i=1
f@:) _{ [%1—%1; untuk 2<i<3n—3
f(wi) =i+1; 1<i<n
flwaizoi—1) =i+1; 1<i<n
f(z3iy:) =i+1; 1<i<n-1
1; untuk i=1
Flews) - { [2L7; untuk 2 <i<2n

woi—122;) =13 1<i<n
29— 1221) =1 1<i<n
1<1<n

<
l\z
[)
S
»a
S~—
I
=

I

f(

f(yi

ﬂyaﬂ =i 1<i<n
flrsioy)) =14, 1<i<n-—1
J(w3i-1y3) =1 1<i1<n-1
flrsioyir1) =14, 1<i<n-—1
fr3ic1yiv1) =i 1<i<n-—1
f(T3iYiv1) =13 1<i<n-1
f(Wiyi+1) =i 1<i1<n—-1
f(wiz;) =[4]; 1<i<2n

Pada pelabelan f, bobot total H adalah W(H) = Y,cym)f(v) +
Yeerm) f(e) adalah W(H) = {6,7,...,6 + (6n — 3)} yang membentuk barisan
yang berurutan. Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa bobot H berbeda.
Pada label f, minimum ¢Hs(P,>Bt3) dinyatakan sebagai berikut dimana label
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terbesar pada (P,>Bts) adalah [“5] untuk 2 < i < 2n sehingga i = 2n

1+ 1
2 —‘
2n +1

tHs(P,>Bt3) < |

|

karena n merupakan bilangan bulat positif dan [{] dimana a < b dan
b # 0 selalu 1 maka berlaku [n+ 3] = [n+ 1]

. 1
tHs(P,>Bt3) < [n+§]

1
= [n+ g]
6n + 2
Jadi karena tHs(P,>Bts) > [942] dan tHs(P,>Bt3) < [%%2] maka
diperoleh tHs(P,>Bts) = [%4£2]. O

¢ Teorema 2.2 Misal G adalah graf hasil operasi total comb product P, dan
Ws dinotasikan dengan (P,>Ws) dan H = C3, maka

tHs(P,>Ws) = 2n

Bukti. Graf (P,>W;) memiliki himpunan titik V(P,>Ws) = {z;;1 < i <
dn — 4} U{y;;l < i < 2n—1}U{z;1 <@ < 2n} U {w;1 < i < 4n} dan
himpunan sisi E(PnIZWG) = {3742'_1.7741‘_2; 1 S 7 S n — 1} U {x4z~_3x4i_1; 1 S 7 §
n—1}U{rg 22451 <i<n—1}U{zg-3y231 <0 <n—1}U{ag2y2i31 < i
n—1 U{zg1y2::1 < i <n— 1 U{zgin51 <i <n— 1} U{zg1y2ir1;1 < i
n— 1} U{zuy2ip1;1 <0 <n— 1} U{yyiv; 1 < i < 2n— 2} U {y2i—1y2i41; 1
i <n—1}U{wgi—1y2i-1;1 < i < n}U{wg—swai—1;1 < i < n}p U {wyizo;1
i < nfU{wg3wy—2;1 < i < njU{wgowasl <0 < nj U {wy—322i-151
i <n}U{wgi 222151 < i <nfU{wg—122i-1;1 <@ <nfU{wgizgi1;1 < i
n}U{y2i—122i-151 <@ < np U {21221 <0 < npU{yzi12251 <@ < nj
Jumlah titik |V (P,>Ws)| = 12n — 5 dan jumlah sisi |E(P,>Ws)| = 24n — 12.
Berdasarkan Lemma 1 didefinisikan Py adalah jumlah titik pada selimut H, qgr

VAN VAN VANR VAR VAN VAN

adalah jumlah sisi pada selimut H, dan |H| adalah jumlah selimut pada graf
(P,>Ws) dimana selimut H = C3 dan didapatkan jumlah selimut pada graf
(P,>Ws) adalah |H| = 12n — 6 sehingga diperoleh
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Py +qu+H| -1
Py +qu
_ 343402 -0)-1
N 3+3
12n — 1
=
1
- [on— =
fon — ]
= [2n]

tHs(P,>Ws) > |

|

= 2n

Jadi, tHs(P,>Ws) > 2n. Selanjutnya dilakukan pelabelan total ketidak-
teraturan selimut pada himpunan titik dan himpunan sisi sedimikian hingga

bobot setiap selimut berbeda. Berikut ini adalah fungsi pada label titik dan
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label sisi pada graf tHs(P,>Ws),

(zi
(T4i-374i—2)
(T4i-3Yai-1)
(T4i—2744)
(T4i-312i)
f(wai—2y2:)
(T4i-1Y2i)
(I41921)
(T4i—1Y2i-1)
(
(2

Y2i— 1y21+1)

Wi —3WaG— 1)

4dn — 4

+
=
—_
IN

Il
IN
NS,
S

< 2n — 1,7 =ganjil

e ’_/Hw_\@‘-w
+
l_‘ =
p—t -~
|/\ |/\ IA N

1
2n — 1,1 =genap

—
| /\

1§z<2
1, 1<i1<n—1

=2

=21; 1<:i<n-1
=21, 1<1<n-1
=2i; 1<i<n-1
=2i; 1<i<n-—1
=21 1<i<n—-1
=2+1; 1<i1<n-1
=2i+1;, 1<i<n-1
=2+1; 1<i<n-1
) i+2; 1<i<2n—2,i=ganjil
B 14+1; 1<1¢<2n— 2,7 =genap
=2i—1; 1<i<n
=2—1; 1<i<n
=21—1; 1<1<n
=21—1; 1<i:<n
=2i—1; 1<i<n
=2i—1;, 1<:i:<n
=21—1;, 1<i:<n
=2i—1; 1<i<n
=2i; 1<i<n
=2 1<i<n
=21, 1<i<n
=2; 1<i1<n

Pada pelabelan f, bobot total H adalah W(H) = Y,cym)f(v) +

Yeer(m)f(e) adalah W(H) = {6,7, ...,

6 + (12n — 6)} yang membentuk barisan

yang berurutan. Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa bobot H berbeda.
Pada label f, minimum tHs(P,>Ws) dinyatakan sebagai berikut dimana label
terbesar pada (P,>W;s) adalah [£] untuk 1 < i < 4n sehingga i = 4n
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tHs(P,>Ws) < 5]

4dn
= 151
= [2n]

= 2n

Jadi karena tHs(P,>Wg) > 2n dan tHs(P,>W;s) < 2n maka diperoleh
tHs(P,>Wsg) = 2n. O

¢ Teorema 2.3 Misal G adalah graf hasil operasi total comb product P, dan
By dinotasikan dengan (PnEB4,2) dan H = C4, maka

tHs(P,B>By ) = [22]

Bukti. Graf (PnEBzL,Q) memiliki himpunan titik V(PnEBLLQ) ={z;1<i<
8n —8}U{y;;1 <i<n}U{z;1<i<8n}U{w;1<i<n} dan himpunan sisi
E(Py>By2) = {x9i—172i;1 <i < dn—4}U{wsi—7yi;1 <i <n—1}U{zsisyi;1 <
i<n—1}U{zgi—3yi;1 <i<n—1}U{zgi1yis1 <i<n—1}U{zgi—6yir1;1 <
i <n—1}U{zgi—ayit1;1 <i <n—1}U{zgi—2yit1;1 < <n—-1}U{zgyit1;1 <
i <n—=1}U{yyir; 1 <0 <n—1FU{yiw; 1 <d <njU{z912251 <0 <
dnp U {zsi—7yi1 < i < np U {zsi-5931 < i < n}U {zg-3y;31 < i < npU
{zgi—1yi; 1 <@ <n}U{zgi—swi; 1 < i <npU{zgi—aw;; 1 < i <njU{zgi—ows; 1 <
i < n}U{zgiw;; 1 <4 < n}. Jumlah titik |V (P,>By2)| = 18n—8 dan jumlah sisi
|E (PnéB472)‘ = 26n—13. Berdasarkan Lemma 1 didefinisikan Py adalah jumlah
titik pada selimut H, ¢y adalah jumlah sisi pada selimut H, dan |H| adalah
jumlah selimut pada graf (P,>By2) dimana selimut H = C, dan didapatkan
jumlah selimut pada graf (P,>By) adalah |[H| = 8n — 4 sehingga diperoleh

PH+QH+|H|_1-|
Py + qu
A+4+ 8n—4)—1
4+4
&n + 3
g |

tHs(P,>By2) > |

=
= |

|

Jadi, tHs(P,>By2) > 8537, Selanjutnya dilakukan pelabelan total keti-
dakteraturan selimut pada himpunan titik dan himpunan sisi sedimikian hingga

bobot setiap selimut berbeda. Berikut ini adalah fungsi pada label titik dan
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label sisi pada graf (P,>By2),

fs) =[{]4+1; 1<i<8n—38
f(yi) =i 1<i<n
f(w;) =i 1<i<n
flzsi—ry)) =i; 1<i<n
J(28i—5Yi) =i; 1<i<n
flzgicay) =i 1<i<n
f(z8i—1vs) =4 1<i<n
f(ZSi_G’LUZ) = i; 1 S 1 <n
f(zgi—aw;) =i 1<i<n
f(zgi—2w;) =i 1<i<n
f(zgiw;) 1; 1<i<n

flogiorys) =14 1<i<n-—1
f(w8i—59:) =1 1<i1<n—-1
frgicsys) =14, 1<i<n-—1
f(zsi—eyiv1) =14; 1<i<n-—1
f(wsicayiy1) =i 1<i<n-—1
flzgic1y) =i+1; 1<i<n-—1
f(xgi—oyit1) =i+1; 1<i<n-—1
flrgiyiv1) =i+1; 1<i<n-—1
f(Wiyi+1) —i+1; 1<i<n-1

[47; untuk 1<i<3
[%}—i—l; untuk 4 <i<4n

f(zoic1220) = {

Pada pelabelan f, bobot total H adalah W(H) = X,cym)f(v) +
Yeer(m)f(e) adalah W(H) = {8,9,...,8 + (8n — 4)} yang membentuk barisan
yang berurutan. Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa bobot H berbeda.

Pada label f, minimum ¢Hs(P,>By2) dinyatakan sebagai berikut dimana label
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terbesar pada (P,>By ) adalah [52] + 1 untuk 4 < i < 4n sehingga i = 4n

LHs(PaBBys) < [2231+1
4dn — 3
= 1
[ 1 1+
dn—3 4
4dn +1
= =7
8n + 2
=T S ]

karena n merupakan bilangan bulat positif dan [$] dimana a < b dan b # 0

MW — [MW

selalu 1 maka berlaku [ 3

8n + 2

8
8n + 3

8

tHs(P,>Bt3)

IN

[
=

|
|

Jadi karena tHs(P,>Byo) > [2453] dan tHs(P,>By) < [243] maka diper-
oleh tHs(P,>By ) = [#3]. O

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan sebelumnya, didapatkan nilai tHs dari
graf hasil operasi total comb product dari graf-graf khusus,yaitu t Hs(P,>Bt3) =

(921 (Hs(PEWe) = 2n, tHs(PatbByo) = [352].

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total ketidakteraturan se-
limut dalam mencari nilai ketidakteraturan total selimut (¢Hs) dari graf hasil op-
erasi total comb product dari graf-graf khusus, peneliti memberikan saran kepada
pembaca melakukan penelitian yang sejenis dengan jenis graf yang berbeda atau

operasi yang berbeda.
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